
第２章 　 矩 　 阵

２．６　 矩阵的秩

矩阵的初等变换可以将任意一个矩阵化为标准形,而且有很多不同的矩阵会有相同

的标准形．此外,一个矩阵可经初等行变换化为不同的阶梯形,但不同的阶梯形中非零行

的个数却是相同的．为此,我们引入矩阵秩的概念,它是矩阵内在的一个本质特性,对于矩

阵理论的研究和应用,起着十分重要的作用．本节主要介绍矩阵秩的概念和求秩的方法,

以及它与初等变换之间的关系．

一、矩阵秩的概念

定义２．１６　 设矩阵A＝(aij)m×n,从A 中任取k行k列(１≤k≤min{m,n}),位于这

些行和列的相交处的元素,保持它们原来的相对位置所构成的k阶行列式,称为矩阵A的

一个k阶子式．

例１　 设矩阵

A＝
１ １ －２ ３
２ ０ １ ０
０ －２ ５ －６

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,

在其中选定第二、三行与第一、三列,则位于其相交处的元素所构成的二阶行列式

２ １
０ ５

就是A 的二阶子式,易见A 共有二阶子式的个数为C２
３C２

４ ＝１８个,矩阵A 的所有三阶子

式为

１ １ －２
２ ０ １
０ －２ ５

,
１ －２ ３
２ １ ０
０ ５ －６

,
１ １ ３
２ ０ ０
０ －２ －６

,
１ －２ ３
０ １ ０

－２ ５ －６
．

一般地,m×n 矩阵A 的k阶子式共有Ck
mCk

n 个．

显然,矩阵Am×n 的r阶子式(r≤min{m,n})都有多个,且A的最高阶子式的阶数为

r≤ min{m,n}．

定义２．１７　 若m×n矩阵A 中至少有一个r(r≤min{m,n})阶子式不为零,而矩阵

A 的所有r＋１阶子式(如果有的话)全为零,则称数r为矩阵A 的秩,记为R(A)＝r．

注:(１)零矩阵没有非零子式,规定零矩阵的秩为０;
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线性代数

(２)标准形矩阵的秩等于其左上方的单位矩阵的阶数,阶梯形矩阵的秩恰为其非零

行的个数．

在例１中,由于A的二阶子式 ２ １
０ ５ ＝１０≠０,但A的所有三阶子式全为零,则R(A)

＝２．又如矩阵

B＝
１ ２ ３ ０
０ －１ －３ －１
０ ０ １ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,

由于B 的三阶子式
１ ２ ３
０ －１ －３
０ ０ １

＝－１≠０,没有四阶以上的子式,则R(B)＝３．

设A 是一个m×n矩阵,当A ≠O 时,则它至少有一个元素不为零,即A 至少有一个

一阶子式不为零,又由于A 的最高阶子式的阶数r ≤ min{m,n},所以０≤R(A)≤

min{m,n}．

例２　 设矩阵

A＝
２ －３ ８ ２
２ １２ －２ １２
１ ３ １ ４

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,

计算矩阵A 的秩．

解 　 因为一阶子式为２≠０,二阶子式为

D＝
２ －３
２ １２ ≠０,

所有的三阶子式共４个,全为零,所以R(A)＝２．

二、利用初等变换求矩阵的秩

根据定义２．１７,求矩阵A 的秩,需计算多个行列式的值是比较麻烦的．下面介绍矩阵

的秩与初等变换之间的关系,从而引出求矩阵的秩的简便计算方法．

定理２．８　 矩阵的初等变换不改变矩阵的秩．

证 　 仅考察经一次初等行变换的情形,对第(１)、(２)两种变换,请读者自证,现证第

(３)种初等行变换不改变矩阵的秩．

设矩阵A＝(aij)m×n 的第j行乘以k倍加到第i行变为矩阵B,D为B的任意一个r＋１

阶子式,且R(A)＝r,即A 有一个r阶子式不为零,所有r＋１阶子式(如果有的话)全

为零．
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第２章 　 矩 　 阵

若D 中不含有B 的第i行的元素,则D 是A 的r＋１阶子式,从而D＝０;若D 中含有

B 的第i行的元素,且不含有B 的第j行的元素,则由行列式的性质知,

　　　D＝

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
ai１＋kaj１ ai２＋kaj２  air＋１＋kajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＝

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
ai１ ai２  air＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＋k

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
aj１ aj２  ajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＝D１＋kD２,

由于D１ 与D２ 都是A 的r＋１阶子式为零,从而D＝０．

若D 中含有B 的第i行的元素,且含有B 的第j行的元素,则由行列式的性质知,

D＝

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
ai１＋kaj１ ai２＋kaj２  air＋１＋kajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
aj１ aj２  ajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＝

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
ai１ ai２  air＋１

⋮ ⋮ ⋮
aj１ aj２  ajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＋k

a１１ a１２  a１r＋１

⋮ ⋮ ⋮
aj１ aj２  ajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
aj１ aj２  ajr＋１

⋮ ⋮ ⋮
ar＋１１ ar＋１２  ar＋１r＋１

＝D１＋kD２,

由于D１ 是A 的r＋１阶子式为零,D２ 有两行元素完全相同为零,从而D＝０．

　　 故综上所述,得

R(A)≥R(B)．

又因为矩阵A也可看成是矩阵B经过初等行变换得到的(矩阵B的第j行乘以－k倍加到

第i行即可),故同理可证R(A)≤R(B)．

因此,

R(A)＝R(B)．
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例３　 设矩阵A＝
１ １ －２ ３
２ ０ １ ０
０ －２ ５ －６

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
,求A 的秩．

解 　 因为

　　　　　　A＝
１ １ －２ ３
２ ０ １ ０
０ －２ ５ －６

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
r２－２r１→

１ １ －２ ３

０ －２ ５ －６

０ －２ ５ －６

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r３－r２→

１ １ －２ ３

０ －２ ５ －６

０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
＝B．

由于矩阵B 是一个阶梯形矩阵,其非零行有两行,故R(A)＝２．

例４　 设矩阵A＝

１ １ １ １

１ １ －１ －１

１ －１ １ －１

１ －１ －１ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,求A 的秩．

解 　 由矩阵的初等变换有

A＝

１ １ １ １

１ １ －１ －１

１ －１ １ －１

１ －１ －１ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r２－r１

r３－r１

r４－r１
→

１ １ １ １

０ ０ －２ －２

０ －２ ０ －２

０ －２ －２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

＝B．

由于|B|＝－１６≠０,而矩阵B 中不为零子式的最高阶数为４,所以R(A)＝４．

定理２．９　n 阶矩阵A 的秩为n 的充要条件是A 为可逆矩阵,即|A|≠０．

例５　 设矩阵

A＝

k １ １ １

１ k １ １

１ １ k １

１ １ １ k

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,

且秩R(A)＝３,求常数k．

解 　 因为有R(A)＝３,则|A|＝０,解得k＝１,k＝－３．

当k＝１时,
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A＝

１ １ １ １

１ １ １ １

１ １ １ １

１ １ １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

r２－r１

r３－r１

r４－r１
→

１ １ １ １

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

则当k＝１时,R(A)＝１,故只有当k＝－３时,R(A)＝３．

例６　 求下列矩阵的秩．

A＝

－１ ３ ０ １

４ －１ １ －２

２ －２ ０ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
．

解 　 因为

　　　A＝

－１ ３ ０ １

４ －１ １ －２

２ －２ ０ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

r２＋４r１

r３＋２r１
→

－１ ３ ０ １

０ １１ １ ２

０ ４ ０ ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

c２↔c３→

－１ ０ ３ １

０ １ １１ ２

０ ０ ４ ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
＝B．

由于B 是阶梯形矩阵,其非零行是三行,故R(A)＝３．

例７　 设A 是n 阶可逆矩阵,B 是n×m 矩阵时,则

R(AB)＝R(B)．

证 　 因为A 可逆,则由定理２．７知,存在初等矩阵P１,P２,,Ps(i＝１,２,,s)使得

A＝P１P２Ps,

于是AB＝P１P２PsB,即AB 是B 经过s次初等变换后得出的．再由定理２．８知

R(AB)＝R(B)．

习题２．６

１．已知矩阵A＝

３ ３ ０ －２

－１ －４ ３ ０

１ －５ ６ －２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,

(１)计算A 的所有三阶子式;　　(２)求A 的秩．
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２．求下列矩阵的秩．

(１)
－２ １ １ １

１ －２ １ －２

１ １ －２ ４

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

;　　　　 (２)

１ ２ －１ ４

２ ４ ３ ５

－１ －２ ６ －７

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

;

(３)

２ １ ３ －１

３ －１ ２ ０

１ ３ ４ －２

４ －３ １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

;　　　　　 　(４)

２ ０ ２ ２

０ １ ０ ０

２ １ ０ １

０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

３．设A 为m×n 阶矩阵,Pm×n,Qm×n 为可逆矩阵．试证:

R(A)＝R(PA)＝R(AQ)．

４．证明:如果A 为n 阶矩阵(n ≥２),则

R(A∗ )＝

n, R(A)＝n

１, R(A)＝n－１

０, R(A)＜n－１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

．

复习题２

一、填空题

１．设A＝
３ －１ ５

２ ３ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,B＝

１ ２ ３

４ －１ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,则２A－２B＝　　　　 ．

２．设A＝
１ ２

３ ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,E 为二阶单位阵,则A２－２A＋３E＝　　　　　．

３．矩阵A为m×n阶矩阵,B为s×t阶矩阵,当满足 　　 时,A与B才能相乘,此时,C

＝AB 为 　　 阶矩阵．

４．矩阵A＝
a b

c d

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,当满足 　　　　　 时,A 是可逆阵,其逆阵为 　　　 ．

５．矩阵A为３×４矩阵,以５乘以第一行后加到第三行上,相当于用初等矩阵P３１(５)＝

左乘A;将第二列与第四列对换,相当于用初等矩阵P２４＝ 右乘A．

６．如果n阶方阵A满足AA′＝A′A＝E,则A 为 矩阵,A的每行元素(列元素)

的平方和为 ．

４０１
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二、选择题

１．若A 为四阶方阵,且|A|＝５,则|３A|＝(　　)．

A１５　　　　　B６０　　　　　C４０５　　　　　D４５

２．若A＝

１ ２ ２

０ ４ ５

０ ０ ６

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,则伴随矩阵A∗ ＝(　　)．

A

１ －
１
２ －

１
１２

０ １
４ －

５
２４

０ ０ １
６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

B

２４ －１２ －２

０ ６ －５

０ ０ ４

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

C

２４ １２ －２

０ ６ ５

０ ０ ４

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

D

２４ ０ ０

－１２ ６ ０

－２ －５ ４

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

３．分块矩阵
O A

B O

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,其中A,B 都是可逆方阵,则

O A

B O

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

－１

＝(　　)．

A
O B－１

A－１ O

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ B

A－１ O

O B－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ C

O A－１

B－１ O

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ D

B－１ O

O A－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

４．若A＝

１ ２ －１

x ５ －３

１ －２ ３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

为奇异阵,则x＝(　　)．

A１ B２ C０ D－２

５．一系列初等矩阵的乘积必是(　　)．

A单位矩阵 B零矩阵 C奇异阵 D非异阵

三、计算与证明题

１．设A＝

１ ３ －１

－１ ２ ５

３ １ ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,B＝

５ １ －７

３ ０ １

１ －１ ８

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,且３A－２X＝B,求X．

２．设A＝
１ ２ ３ ４

２ １ －１ －３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,B＝

２ ５

－１ ２

３ －２

１ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,求AB 与BA．
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３．设A＝

１ １ ３

２ －１ ２

３ －２ ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,B＝

１ １ ２

２ ３ －１

－１ －２ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,求B２－(AB－１)－１A２．

４．设A＝
１ ２

３ ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,B＝

０ １ ２

１ １ ４

２ －１ ０

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,求A－１,B－１．

５．若X

２ １ －１

２ １ ０

１ －１ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

２ １ －１

２ １ ０

１ －１ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
＝

１ ２ ３

４ －１ ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,求X．

６．设A＋B＝AB,且B＝

３ ０ ０

０ １ －２

０ １ １

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

,求A．

７．设A＝

１ ２ ０ ０ ０

３ ４ ０ ０ ０

０ ０ ３ ０ ０

０ ０ ０ ３ ２

０ ０ ０ ８ ５

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

,利用分块矩阵,求A－１．

８．设A＝

１ ０ ０ ０

１ ２ ０ ０

２ ４ ３ ０

１ －２ ６ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,用初等变换法,求A－１．

９．已知A＝

１ ０ ０ ０

－２ ３ ０ ０

０ －４ ５ ０

０ ０ －６ ７
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è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

,B＝(E＋A)－１(E－A),求(E＋B)－１．

１０．设A,B 为可逆矩阵,证明分块矩阵
A O

C B

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 的逆矩阵等于

A－１ O

－B－１CA－１ B－１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

６０１


